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Zoznam  použitých skratiek a  symbolov 
A  - štvorcová  stavová matica dynamiky (systému) rádu n 
Ac  - štvorcová  stavová matica riadenia rádu n  
Aco  - štvorcová  stavová matica riaditeľnosti rádu n  
   - vektor  koeficientov charakteristického mnohočlenu pozorovateľa dimenzie n 
AL  - štvorcová  stavová matica dynamiky pozorovateľa rádu n 
Ao  - štvorcová  stavová matica pozorovania rádu n  
Aob  - štvorcová  stavová matica pozorovateľnosti rádu n  
b  - vektor  vstupov  dimenzie n 
B - matica vstupov )( sn  
bL  - vektor  vstupov pozorovateľa dimenzie n 
C - matica výstupov )( np  
c  - vektor  výstupov  dimenzie n 
 L  - vektor  výstupov pozorovateľa dimenzie n 
mc  - konštanta motora 
D - koeficient  tlmenia
 
d - konštanta  prevodu (prevádza  vstup priamo na výstup) 
det - determinant 
diag - diagonála 
e  - relatívna radiálna excentricita 
g  - tiažové zrýchlenie 
G(s) - prenos  systému 
Gwy - prenos  riadenia 
ia - prúd  kotvy 
Jm - moment  zotrvačnosti 
K - koeficient  tuhosti
 
k - korektor dimenzie n 
l  - vektor  korekcie stavu pozorovateľa dimenzie n 
La - celková indukčnosť obvodu kotvy 
M - hmotnosť 
m - moment motora 
ml - záťažový moment 




NL(s) - charakteristický mnohočlen  pozorovateľa 
Nw(s) - charakteristický mnohočlen  regulačného obvodu 
pi - póly  pozorovateľa 
     - je  matica  riaditeľnosti dimenzie )( snn   
     - je  matica  pozorovateľnosti diemnzie )( npn   
r - polomer 
r - stavový regulátor dimenzie n 
Ra - celkový odpor kotvy 
rank - hodnosť  matice 
T  - symbol transpozície 
    - transformačná matica rádu n 
u  - vektor vstupov dimenzie s 
U(s) - Laplaceov obraz vstupného vektora u 
ua - napätie kotvy 
ue - indukčné napätie 
x - vektor stavových premenných 
   - transformovaný stavový model 
y  - vektor výstupov dimenzie p 
Y(s) - Laplaceov obraz výstupného vektora y 
α - uhol natočenia hriadeľa 
ε - vektor  odchýlky 
Φ  - magnetický tok 
  - rýchlostný pomer  strednej obvodovej rýchlosti oleja 
Ω - uhlová rýchlosť 
k  - kritická hodnota uhlovej rýchlosti 
“ ”  - strieškou sú značené asymptotické odhady odpovedajúcich premenných 
c  - index  riadenia 
co  - index  riaditeľnosti 
o  - index  pozorovania 





Jednou z metód teórie automatického riadenia, ktorá je  vhodná najmä pri riešení mnoho 
rozmerových systémov a v optimálnom riadení je stavová teória systému. Táto teória  
vychádza  z toho, že  priebeh procesov  v dynamickom systéme  nie je  závislý iba na 
vstupnom  pôsobení, ale  zároveň i na predchádzajúcom vývoji procesu, ktorý sa v systéme 
odráža na jeho okamžitom vnútornom stave. Pre  popis  systému v stavovom priestore sa  
používa maticová forma zápisu, ktorá má nesporné výhody pre číselné riešenia na  počítačoch 
a zároveň zachováva prehľadnosť  zápisu a riešení i pre  mnoho rozmerové systémy. Pokiaľ 
sú stavové veličiny  priamo merateľné, alebo aspoň jednoducho definovateľné  fyzikálne 
veličiny, zostáva  zachovaná i súvislosť  medzi matematickým popisom  a fyzikálnou realitou. 
Pokiaľ  je  však voľba stavových veličín  podmienená  zvláštnymi okolnosťami, napr. 
zjednodušenie matíc stavového priestoru, tak aby sa  čo najviac zjednodušil číslicový výpočet,  
potom sú stavové veličiny   často definované zložito ako lineárne  kombinácie merateľných  
alebo definovaných  veličín systému. 
Práca je rozdelená na päť hlavných  častí,  kde prvá je  úvod.  V druhej časti sa nachádza 
stavový popis  pre  jednorozmerové i mnohorozmerové systémy, následne  sú  popísané 
základné kanonické tvary stavových matematických  modelov ako sú kanonický tvar 
riaditeľnosti, pozorovateľnosti, kanonický tvar riadenia a pozorovania, Jordanov  kanonický 
tvar. Tretia kapitola je  zameraná na  návrh stavového  regulátora  a pozorovateľa. V štvrtej  
časti sa  nachádzajú ukážkové príklady  pre  jednorozmerové systémy, ktoré sú doplnené 
o blokovú schému a grafický výstup  daného systému pomocou programu Matlab-Simulink, 
štvrtý príklad  sa zaoberá riadením jednosmerného motora s cudzím konštantným budením. 
V piatom príklade sa zaoberá návrhom stavového riadenia  pre mnohorozmerový  dynamický 
systém, konkrétne stabilitou rotora  uloženého v klzných  ložiskách pri rýchlobežných 
rotačných strojoch. V poslednej časti sa  nachádza  zhrnutie výsledkov  spolu s návrhom  





2. Základné kanonické tvary stavových matematických modelov  
 
U lineárneho systému môže byť  štruktúra stavového modelu dosť  nepriehľadná a z matíc  
stavovej formulácie   nejde  zistiť bez ďalších transformácií dôležité informácie. Preto  boli 
zavedené určité usporiadania matíc stavovej formulácie charakterizované minimálnym 
naplnením nenulovými prvkami a zviditeľnením  niektorých užitočných informácií. Týka sa  
to hlavne   matice  , ktorá  nesie  v stavovej formulácií svojimi vlastnými číslami 
najdôležitejšie  informácie o dynamike a charaktere chovania systému. Tieto  takzvaná 
kanonické usporiadania  matice majú svoj rád uľahčujúci nie len  zapamätanie, ale i priamu 
konštrukciu z vonkajšieho popisu. Býva  rôzne pomenovaná a zavádzaná v niekoľkých 
nevýznamných alternatívach usporiadania, napr. transponovaná a netransponovaná. 
Zásadnejší rozdiel predstavuje požiadavka  na  informácie, ktoré sú potrebné k zostaveniu 
kanonickej štruktúry stavového modelu. Potom môžeme  hovoriť o kanonických štruktúrach  
využívajúcich  a zviditeľňujúcich koeficienty charakteristického polynómu, ktoré predstavujú 
štruktúry Frobienovho typu, alebo kanonických štruktúrach Jordanovho typu ukazujúce  
priamo korene   charakteristického polynómu, čiže vlastných čísiel  matice   [Švarc, Šeda, 
Vítečková, 2007; Štecha, Havlena 1999; Balátě, 2003]. 
2.1 Stavový model 
 
Jednorozmerové systémy                          
Majme  lineárny  dynamický systém, ktorého matematický model  má v stavovom  vyjadrení 
tvar: 
)()()( tutt bAxx  , 
(2.1a) 








































































 cbAx , (2.1b) 
kde x(t) - je stavový vektor (stav) dimenzie n, y(t) – výstupná premenná, u(t) – vstupná 
premenná, A – štvorcová  stavová matica dynamiky (systému) rádu n, b – vektor  vstupov  
dimenzie n, c – vektor  výstupov  dimenzie n,   – konštanta  prevodu (prevádza  vstup priamo 
na výstup), T – symbol transpozície. 
V ďalšom  texte nebude v stavových rovniciach uvádzaný argument t, tj.: 
utuytyt  )(,)(,)( xx . (2.2) 
V prípade jednorozmerových lineárnych dynamických systémov  sú  vektory u a y  




popísané pomocou diferenciálnych rovníc  poprípade prenosmi. Počet stavových  veličín 
nxxx ,,, 21   je  závislý na  ráde  diferenciálnej rovnice [Vítečková, Víteček, 2005].  
Obr. 2.1 Jednorozmerový lineárny  dynamický systém 
Vnútorný popis  umožňuje  získať  všetky  čiastkové stavy ix   určujúce stavový vektor x. 
U jednorozmerového  spojitého lineárneho systému vonkajší popis  v časovej  oblasti  má 





n aubububyayaya  , (2.3) 





















za  predpokladu splnenia nulových počiatočných podmienok. 
Mnohorozmerové  systémy 
Doposiaľ  sme sa  zaoberali stavovým modelom  u jednorozmerových systémov  a teda 
systémov  s jedným  vstupom  a jedným výstupom.  Systémy  s viacerými vstupmi a výstupmi 







Obr. 2.2 Mnohorozmerový lineárny  dynamický systém 
Majme  lineárny  dynamický systém, ktorého matematický model  má v stavovom  vyjadrení 
tvar: 
























BuAxx  , 
(2.5a) 
DuCxy  , 












































































































































































Mnohorozmerový lineárny  dynamický systém má v stavovom  vyjadrení matematického 
modelu tvar (2.5a), pričom   rozmer stavovej  matice A je nn , matica  vstupov B
nadobudne rozmer sn , matica  výstupov C  nadobudne  rozmer np  a matica prevodu D   
nadobudne rozmer sp , x - je stavová premenná dimenzie n,  y - výstupná premenná 
dimenzie p, u - vstupná premenná dimenzie s [Balátě, 2003]. 
Určenie  prenosovej matice systému zo stavového modelu 
Prenosová matica )(sG  určuje  vzťah  medzi  vektorom obrazov  výstupov a vektorom 
obrazov  vstupov lineárneho systému, má tvar: 
 )()()( sss UGY  .  (2.6) 
)(sY  – Laplaceov  obraz výstupného vektora y o rozmere p, )(sU  – Laplaceov  obraz 
vstupného vektora u o rozmere s, )(sG  - prenosová matica  typu sp .  


































Jednotlivé prvky  )(sGij  prenosovej matice )(sG  vyjadrujú prenos  medzi i-tou výstupnou 

















 .  (2.7) 
Pre  vyjadrenie  prenosovej  matice  systému zo stavového modelu, musíme vyelminovať  
vektor   stavových veličín X(s). Nasledujúci postup platí   iba pre  plne  riaditeľné 
a pozorovateľné systémy [Balátě, 2003]. 









  (2.8) 
Za predpokladu nulových počiatočných  podmienok 0)0(x , môžeme prvú 
z transformovaných rovníc (2.8) upraviť na tvar: 
   ),()( sss BUXAI    (2.9) 
kde I je  jednotková matica a znej určíme  obraz stavu 




   (2.10) 
Stav X(s) dosadíme do obrazu  rovnice  výstupu (2.8) a dostaneme 






Pri porovnaní rovníc (2.6) a (2.11), vidíme  že  prenosová matica  systému )(sG má tvar: 




ss   (2.12) 
Riaditeľnosť 
Stav x lineárneho systému je   riaditeľný, pokiaľ  existuje  taký vstup  u(t), ktorý za konečný 
čas  prevedie tento  stav  do počiatku (do nulového stavu). Pokiaľ  sú všetky stavy systému 
riaditeľné, hovoríme  že systém je riaditeľný. 
 





Stav x lineárneho systému je  dosiahnuteľný, pokiaľ existuje  taký vstup u(t), ktorý  za 
konečný čas prevedie počiatočný stav systému x(t0)=0 do žiadaného stavu x. Pokiaľ  sú 
všetky  stavy  systému dosiahnuteľné, hovoríme, že systém  je  dosiahnuteľný (obr. 2.5) 
[Švarc, Šeda, Vítečková, 2007]. 
Pri dosiahnuteľnosti teda  vychádzame  z nulového počiatočného stavu a pýtame sa na 
existenciu riadenia u(t) s uvedenými vlastnosťami. 
 
Obr. 2.5  Schematické znázornenie  dosiahnuteľnosti [Švarc, Šeda, Vítečková, 2007] 
U spojitých systémoch obe vlastnosti splývajú (dosiahnuteľnosť = riaditeľnosť). 
Pri jednorozmerových systémoch a predpoklade, že systém  (2.1) je  riaditeľný [Strejc, 1978; 
Kaczorek, 1988], platí že  determinant  matice riaditeľnosti    sa  nerovná nule, tj.: 
,0),(det bAQco  (2.13) 
kde      je  štvorcová matica  riaditeľnosti rádu n daná vzťahom: 
 ,,...,,),(det 1bAAbbbAQ  nco  (2.14) 
Pre  mnohorozmerové systémy     nie sú štvorcové matice, ale  nadobúdajú rozmer snn   
a je  nutné definovať riaditeľnosť pre hodnosť  matice. 
,rank nco Q  (2.15) 
kde      je  matica  riaditeľnosti daná vzťahom: 
 ,,...,,),(det 1BAABBBAQ  nco  (2.16) 
Pozorovateľnosť 
Systém je  pozorovateľný, keď  zmeraním  vstupu a výstupu na  konečnom časovom  intervale 




stacionárneho spojitého systému zaručuje, že zmeraním vstupu a výstupu systému na 
ľubovoľnom nenulovom  časovom intervale         môžeme vypočítať  počiatočný stav  
systému      [Švarc, Šeda, Vítečková, 2007]. 
Rekonštruovateľnosť 
Systém je  rekonštruovateľný, keď  zmeraním  vstupu a výstupu na  konečnom časovom  
intervale je možno určiť  hodnotu stavu systému na  konci merania. Definícia  
rekonštruovateľnosti je  u spojitých  systémov prakticky  totožná s pozorovateľnosťou a preto 
stačí jedno  kritérium pre  oba  pojmy. Oba  pojmy  sú schematicky znázornené na obr. 2.6. 
[Švarc, Šeda, Vítečková, 2007]. 
 
Obr. 2.6  Schematické znázornenie  pozorovateľnosti a rekonštruovateľnosti [Švarc, Šeda, 
Vítečková, 2007] 
Pri jednorozmerových systémoch a predpoklade, že systéme  (2.1) je  pozorovateľný 
[Vítečková, Víteček 2005], platí že  determinant  matice pozorovateľnosti     sa  nerovná 
nule, tj.: 
0),(det Tob cAQ , 
(2.17) 


































Pre mnohorozmerové systémy     nie je štvorcová matice ,ale  nadobúda  rozmer nnp 
a je  nutné definovať pozorovateľnosť pre hodnosť  matice. 
,rank nob Q  (2.19) 
























Stabilizovateľnosť a detekovateľnosť 
Systém je  stabilizovateľný v tom prípade, ak celá jeho nestabilná časť je  obsiahnutá v jeho 
dosiahnuteľnom priestore. Je  zrejmé že pokiaľ  je systém dosiahnuteľný alebo stabilný, tak je  
zároveň i stabilizovateľný Pri stabilizovateľnom systéme je  jeho neriaditeľná časť  
asymptoticky  stabilná. Obdobne  môžeme  o systéme  povedať, že je detekovateľný, pokiaľ 
všetky jeho nestabilné stavy  sú pozorovateľné a teda pokiaľ je systém  pozorovateľný alebo 
stabilný, potom  je  zároveň i detekovateľný. Pri detekovateľnom  systéme  je  jeho 
nepozorovateľná časť  asymptoticky  stabilná. 
2.2 Základné kanonické tvary 
Ak sa zavedie  regulačná štvorcová transformačná matica    rádu n vzťahom: 
tt xTx  , (2.21) 
potom môže byť  stavový model (2.1) transformovaný zo stavového priestoru   do nového 
stavového riestoru   , tj. vznikne transformovaný stavový model 
,utttt bxAx    
(2.22) ,duy t
T
t  xc  
kde 





,1bTb  tt  
,t
TT
t Tcc   
stavové matice  systému   a    majú rovnaké charakteristické mnohočleny i rovnaké vlastné 





















Kanonický  tvar  riaditeľnosti a pozorovateľnosti 
Ak sa použije  pre transformáciu matica  riaditeľnosti (2.13), tj. 
),( bAQT coco  , (2.25) 
potom na  základe  vzťahov (2.22) a (2.23) sa dostane (index t je treba  nahradiť  indexom co) 
kanonický tvar  riaditeľnosti [Vítečková, Víteček, 2005] 

































































bAAQbAQA  (2.26b) 
 Tcoco 0001),(
1   bbAQb , (2.26c) 
 nnco
TT
co cccc 121),(  bAQcc . (2.26d) 
Koeficienty v poslednom stĺpci stavovej matice      sú záporné koeficienty 









 AIAI . (2.27) 
Matica riaditeľnosti systému s matematickým modelom  v kanonickom  tvare  riaditeľnosti 
(2.26) je vždy matica jednotková, tj. 





Obr. 2.7 Kanonický tvar riaditeľnosti, pre d=0 
Ak sa  použije ako transformačná matica inverzná matica pozorovateľnosti (2.18), tj. 
),,(1 Tobob cAQT
  (2.29) 
potom na základe  vzťahov (2.22) a (2.23)  sa dostane (index t je  potrebné nahradiť indexom 
ob) kanonický tvar pozorovateľnosti [Vítečková, Víteček, 2005] 











































cAAQcAQA  (2.30b) 
 Tnn
T






1   cAQcc . (2.30d) 
Matica pozorovateľnosti systému s matematickým modelom  v kanonickom  tvare  
pozorovateľnosti (2.30) je vždy matica jednotková, tj. 
1),(det),(  Tobobob
T






Obr. 2.8 Kanonický tvar pozorovateľnosti, pre d=0 
Na  základe  vzájomného porovnania  vzťahov  medzi (2.26) a (2.30) môžeme  povedať,  že 





coob bccbAA   
(2.32) 
Kanonický tvar riadenia a pozorovania 
Pre transformačnú maticu 
),(),( 1 cccococ bAQbAQT

















































bAQ  (2.34) 
na  základe  vzťahov (2.22) a (2.23) sa dostane (index t je  potrebné nahradiť indexom c) 
kanonický tvar  riadenia [Vítečková, Víteček, 2005] 
,ucccc bxAx    
(2.35a) ,duy c
T






































ATTA  (2.35b) 
 Tcc 1000
1   bTb , (2.35c) 
 1210  nnc
TT
c bbbb Tcc . (2.35d) 
Môžeme vidieť, že štvorcová matica (2.34) je  inverznou maticou k matici riaditeľnosti 
kanonického tvaru riadenia (2.35) 
 cnccccccco bAbAbbAQ 1,...,,),(  , (2.36) 
pre ktorú platí 
1),(det ccco bAQ  (2.37) 
 
Obr. 2.9 Kanonický tvar riadenia, pre d=0 















































z ktorého  môžeme vidieť, že vektor (2.35d) je daný koeficientmi čitateľa  zlomku v prenose  
systému (2.38).  Posledný riadok  matice cA  sú koeficientmi charakteristického mnohočlenu 









 AIAI  (2.39) 




















Veľmi dôležitý je fakt, že vzhľadom k špecifickej štruktúre  matice (2.34), ju môžeme  
zostaviť iba na  základe znalostí koeficientov charakteristického mnohočlena systému [viz 
(2.27) alebo (2.39)], tj. bez predchádzajúcich znalostí kanonického tvaru riadenia (2.35) 
[Vítečková, Víteček, 2005]. 


























































na základe  vzťahov (2.22) a (2.23) sa dostane (index t je  potrebné nahradiť indexom o) 
kanonický tvar  pozorovania 



































































ATTA  (2.43b) 
 Tnno bbbb 1210
1
0 
  bTb , (2.43c) 
 10000  Tcc
TT
o . (2.43d) 
Rovnako v tomto prípade štvorcová matica  (2.42) má rovnaký tvar a štruktúru ako matice 




1),(det Tooob cAQ  (2.44) 
 
Obr. 2.10 Kanonický tvar pozorovania, pre d=0 
Z vzájomného zrovnania  vzťahov (2.35) a (2.43) vyplýva, že medzi kanonickými tvarmi 





co bccbAA   (2.45) 
Všetky  vyššie uvedené kanonické tvary majú stavovú maticu systému v Frobienovom tvare, 
ktorý sa vyznačuje  tým, že v prvom, alebo poslednom riadku, prvom alebo poslednom stĺpci 
vystupujú záporné koeficienty charakteristického mnohočlena systému a nad, alebo  pod  
hlavnou diagonálou vystupujú jednotky, ostatné prvky sú nulové. Veľmi dôležité je, že 
kanonické tvary riadenia a k nim duálne kanonické tvary pozorovania môžu byť zostavené  
priamo na  základe znalostí prenosu (2.38) [Vítečková, Víteček, 2005]. 
2.3 Jordanov  kanonický tvar 
Pri hľadaní stavových  rovníc  Jordanovho kanonického tvaru je  vhodnejšie  vyjsť z prenosu 
systému G(s) podľa (2.46) [Štecha, Havlena, 1999]. Pri predpoklade, že charakteristický 
polynóm N(s) má nenásobné reálne korene (systém  má nenásobné prenosové póly), sa môže 











































potom je výstup systému  rovný 
ubxxxy nnn   ...2211 . (2.49) 
Z predchádzajúcich  vzťahov  priamo  plynie  vektorový  zápis  stavových rovníc v tvare 
(2.48), kde matice A, b, c, d sú rovné 
























































Obr. 2.11 Jordanov  kanonický tvar stavových rovníc [ŠTECHA, I. & HAVLENA, 1999] 
Jednotlivé rovnice  pre stavové premenné sú na  sebe  nezávislé, čo je  zrejmé z tvaru matice  
A, viď (2.50). Z čoho vyplýva  že riešenie takýchto rovníc  je jednoduché, ovšem aby sme  
mohli určiť Jordanov kanonický tvar musíme  poznať  prenosové póly    [Štecha, Havlena, 
1999].  





2.4 Kanonické tvary mnohorozmerových systémov 
Kanonický tvar  riaditeľnosti 
Základným  predpokladom systému pre kanonický tvar  riaditeľnosti je, že matica  
riaditeľnosti coQ  o rozmere snn  má hodnosť n a teda  platí  
  nnco   BAABBQ 1,...,,rankrank  (2.51) 
 a zároveň 
.rank sB  (2.52) 
Nech Bi  bude  i-tý (i = 1,...,s) stĺpec  matice B.  Zo vzťahu (2.51) vyplýva z reťazca  stĺpcov  
 ,...,,,,,,,,,, 122122121 snssco BABABAABABABBBBQ    (2.53) 
Pokiaľ  zostavíme z ľubovoľných stĺpcov matice  coQ  taký determinant n-tého stupňa, ktorý 
má hodnotu  rôznu od nuly, potom platí vzťah  (2.51), systém je riaditeľný. 
Z týchto stĺpcov  vytvoríme transformačnú maticu v tvare 
 ,,,,,,,,,,,, 13321221111 21 sdddco s BAABBBAABBBAABBT    (2.56) 










Pokiaľ existuje  regulárna matica coT  tvaru (2.56), potom môžeme zapísať  kanonický tvar  



















































































































































 bbbbBTB  (2.58b) 
Kanonický tvar  riadenia 
Nech it  (i = 1, ..., n) bude  i-tým riadkom matice 
1


















































































Na základe (2.56) a (2.59) môžeme tvrdiť, že  matica cT  
je  regulárna, pretože det .1PTc  
Stĺpce  inverznej matice 1cT  označme ssddd tttttttt ...,,,...,,,,....,,, 3122222111211 1 [Kaczorek, 






































































































 tAt  
(2.61) 
Z rovnosti ncc I












klij tt  
(2.62) 
 
Pokiaľ existuje  regulárna matica cT  tvaru (2.59), potom môžeme zapísať  kanonický tvar  










































































































































































































































Zo stĺpcov  matice coQ  (2.53) si zostavíme vhodnú transformačnú maticu coT , zvolíme som si 
stĺpce 2
2
























Pomocou transformačnej  matice  vypočítame stavovú maticu pre kanonicky  tvar  






































BTBATTA cococococo  
Pre výpočet  kanonického tvaru riadenia  si zvolíme, podľa  vzťahu (2.60) transformačnú 









































Pomocou transformačnej  matice  vypočítame stavovú maticu pre kanonicky  tvar  riadenia Ac 









































Kanonický tvar  pozorovateľnosti 
Základným predpokladom  systému pre  kanonický tvar  pozorovateľnosti je,  že matica 



























.rank pC  (2.65) 
Nech Ci  bude  i-ti (i=1,...,s) riadok  matice C.  Zo vzťahu (2.64) vyplýva z reťazca  riadkov 
 131222212121 ...,,,...,,,,,...,,,,...,,  nppppob ACACACACACACACACCCCQ  (2.66) 
Pokiaľ  zostavíme  s ľubovoľných riadkov  matice obQ  taký determinant n-tého stupňa, ktorý 



























































































Pokiaľ existuje  regulárna matica obT  tvaru (2.67), potom môžeme zapísať  kanonický tvar  
riaditeľnosti v tvare(2.69) [Kaczorek, Dzieliński, Dabrowski, Łopatka, 2005]. 























































































































Kanonický tvar  pozorovania 
Nech it  (i = 1, ..., n)bude  i-tým stĺpcom matice obT  (2.67). Použitím týchto stĺpcov  
vytvoríme maticu 
 ....,,,...,,,,...,,, 1321221111 21 phhho p tAttAAtttAAttT   (2.68) 
Podobným spôsobom ako pri matici cT  (2.59) môžeme  preukázať, že matica oT  (2.68) je 
regulárna teda  môžeme  zapísať  kanonický tvar  pozorovania v tvare (2.69) [Kaczorek, 







































































































































































































 CA  







































Pomocou transformačnej  matice  vypočítame stavovú maticu pre kanonicky  tvar  



























  obobobobob CTCATTA  
Pre výpočet  kanonického tvaru pozorovania  si zvolíme, podľa  vzťahu  transformačnú 




































Pomocou transformačnej  matice  vypočítame stavovú maticu pre kanonicky  tvar  


























  ooooo CTCATTA  
3. Prístupy  k návrhu stavového regulátora  a pozorovateľa 
V praxi, u dynamických  systémov často dochádza  k tomu, že sa nemôžu  merať stavové 
premenné, a to buď z dôvodov ich nedostupnosti, vysokých  nákladov, alebo veľkého 
zašumenia [Vítečková, Víteček 2005]. V týchto prípadoch sa rekonštuuje stav  systému  
z merateľných  vstupných a výstupných  veličín  pomocou dynamického člena, ktorý sa 
nazýva  pozorovateľ.  Rekonštrukcia stavov  sa  v literatúre  nazýva  i estimácia stavov, alebo 
odhad  stavov. Preto sa  pozorovateľ  niekedy  nazýva  i estimátor alebo  rekonštruktor. Sú 
známe  rôzne  druhy  pozorovateľov podľa  ich  rádov a štruktúry. Pokiaľ sa výstup 
pozorovateľa  blíži k skutočnému stavu systému, je môžné  ho použiť napr. ku konštrukcií 
spätnej  väzby. Potom je ale  nutné preskúmať ako pozorovateľ  ovplyvní dynamiku celého 
obvodu.  
3.1 Pozorovateľ  stavu systému tvorený  modelom systému 
Majme systém S charakterizovaný maticami        . Vytvoríme  model     systému  , 
ktorý bude mať  rovnaké stavové  rovnice, ale na  ktorom  budú všetky  stavy merateľné. Je  




ako  do reálneho systému  , potom  stavy  merané na  modelu budú približne  rovné stavom 
systému. 
Ak sa prevedie  matematický rozbor  týchto úvah. Veličiny  v modelu    budú  značené  so 
strieškou,  nebude sa  uvažovať  priama väzba medzi vstupom a výstupom      , pretože  
nedodáva do  výstupu žiadnu informáciu o stave systému. Systémy    a    majú teda  stavové 
rovnice  v tvare:  
 Model        
),()()( tutt bAxx   (3.1a) 
)()( tty T xc , (3.1b) 
ot xx )( 0 . (3.1c) 
Model   : 
),()(ˆ)(ˆ tutt bxAx   (3.2a) 
)(ˆ)( tty T xc , (3.2b) 
ot xx ˆ)(ˆ 0  . (3.2c) 
Je definovaný  vektor  odchýlky stavu systému  a modelu: 
xxε ˆ . (3.3) 
Zo stavových rovníc  systému (3.1) a modelu (3.2) plynie  diferenciálna rovnica  odchýlky 
0000
ˆ)(, εxxεAεε  t . (3.4) 




)( 00 exp)ˆ(exp εxxε AA tttt   . (3.5) 




ε ak majú vlastné čísla matice 
systému A zápornú reálnu časť, systém    je  stabilný.  V opačnom prípade  odchylka  
diverguje  a stav  ̂ modelu    sa neblíži stavu    systému  . 
Preto sa snažíme  navrhnúť pozorovateľ systému tak, aby odchýlka vždy  konvergovala k nule 
a aby sme  mohli voliť  i rýchlosť  konvergencie. Tento typ pozorovateľa je popísaný 
v nasledujúcich  dvoch  kapitolách. 
3.2 Luenbergerov asymptotický pozorovateľ  
Je daný  jednorozmerný lineárny  spojitý dynamický podsystém 
)0(, 0 xxbAxx  u , 
(3.6) 
xc




Pri predpoklade,  že dynamický podsystém (3.6) je riaditeľný a pozorovateľný, tj. platia  
rovnice (2.13), (2.15), (2.17), (2.19), kde          je  štvorcová matica  riaditeľnosti 
podsystému (3.6) rádu  , a        
   je  štvorcová matica pozorovateľnosti podsystému 
(3.6) rádu   [Vítečková, Víteček, 2005]. 
Pre dynamický podsystém (3.6) má Luenbergerov  pozorovateľ  tvar (3.2a): 
)0(ˆˆ,ˆˆ 0 xxlbxAx  yuLL , 
(3.7) 
xc ˆˆ TLy  . 
AL– štvorcová  stavová matica dynamiky pozorovateľa rádu n, bL – vektor  vstupov 
pozorovateľa dimenzie n,  L – vektor  výstupov pozorovateľa dimenzie n, l – vektor  korekcie 
stavu pozorovateľa dimenzie n [Vítečková, Víteček, 2005]. Po  uvážení rovníc (3.6) a (3.7) sa 
dostane: 
uLL
T )(ˆ)( bbxAxlcAε  . (3.8) 
Vektor  odchyliek stavu   by nemal  závisieť  na vstupnej premennej   a odhad  ̂ pre  
skutočný stav   by mal  byť    , a preto musí platiť: 
ccbb  LL , . (3.9) 
Pokiaľ  sa zvolí 
,TL lcAA   
(3.10) 
a za predpokladu že  platí (3.9), dostaneme  lineárne diferenciálne rovnice  
,ˆ, 000 xxεεAε  L  (3.11) 
ktoré popisuje  časový vektor  odchyliek stavu  . Počiatočný odhad stavu  ̂  sa väčšinou 
predpokladá nulový. 
Je  zrejmé, že pre asymptotický odhad  stavu  ̂ musí platiť 
,0)()()(ˆ  tttt εxx  (3.12) 
tj. lineárna  diferenciálna rovnica (3.11) musí byť  asymptoticky  stabilná. Aby odhad stavu  ̂ 
bol i pri zmenách skutočného stavu   dostatočne  presný a rýchly, dynamika  pozorovateľa 
(3.7) vyjadrená charakteristickými vlastnými číslami  matice    musí byť rýchlejšia ako 
dynamika  systému (3.6) vyjadrená charakteristickými číslami matice  . Pri stavovom riadení  
musí byť  dynamika  pozorovateľa  rýchlejšia ako dynamika uzavretého systému riadenia 
[Vítečková, Víteček, 2005]. 









 AI , (3.13) 




kde    sú charakteristické čísla  matice    , tj. póly  pozorovateľa,  
 - vektor  koeficientov 
charakteristického mnohočlenu pozorovateľa, det - determinant.  






n ssssssasasasssN   AI , (3.15) 
 Tnaaa 110 ,...,, a , (3.16) 
Asymptotická stabilita pozorovateľa vyžaduje splnenie podmienok  
nipi ,...,2,1pre0Re   (3.17) 
a ďalej aby  pozorovateľ  mal  rýchlejšiu dynamiku ako pozorovaný podsystém, musia všetky 
jeho póly    ležať  vľavo od všetkých pólov    pozorovaného podsystému zároveň musia  byť  
ďalej  od  imaginárnej  osy  ako  všetky póĺy systému (kladnej  i zápornej reálnej časti) obr. 
3.1,  tj. platí: 
nisp ii ,....2,1,RemaxRemin  . (3.18) 
Konvergencia  ̂    bude  tým rýchlejšia, čím väčšia  bude  rezerva  v nerovnosti (3.18). 
Často sa  uvádza desaťnásobok, ale  je treba si uvedomiť,  že príliš  veľká rezerva 
v nerovnostiach (3.18) vede  na  veľké  hodnoty  zložiek    vektoru korekcie    a teda  k 
veľkému zosilneniu šumu. Preto sa táto rezerva  volí dvojnásobná až päťnásobná (neplatí pre  
integračné podsystémy)  [Vítečková, Víteček, 2005]. Póly pozorovateľa sa najčastejšie  volia  
násobne reálne 
ppi  , (3.19) 
A preto podmienky (3.18) môžu byť  zapísané v tvare 
nisp i ,...,2,1,Remax  . (3.20) 




















)()(  . 
(3.21) 
Použitie  násobných  reálnych pólov pozorovateľa  zaručuje konvergenciu (3.12) s relatívnym  
tlmením    . Pokiaľ  chceme  zaistiť  kmitavý priebeh s   ̇      , pól nps )(   nahradíme  
súčinom  mnohočlenov 2. stupňa 







Obr.3.1 Rozloženie pólov  systému a pozorovateľa 
Schéma  na obr. 3.2a môže byť  transformovaná  na  ekvivalentnú schému  na 3.2b, z ktorého 
vyplýva interpretácia činnosti pozorovateľa. Na  základe  rozdielu výstupných premenných 
   ̂ je  korigovaný odhad stavu  ̂. Je  zrejmé, že Luenbergerov  pozorovateľ je vlastne   
modelom  pozorovaného podsystému s priebežnou spätno-väzbovou korekciou [Vítečková, 
Víteček, 2005] 







Obr. 3.2  Schéma Luenbergovho pozorovateľa: a) pôvodná, b) transformovaná [Vítečková, 
Víteček, 2005] 
Je to v podstate regulačný obvod, ktorý sa snaží anulovať  rozdiel    ̂, a tým taktiež vektor 
odchýlky stavu      ̂ [Vítečková, Víteček, 2005]. Názorne  to ukazuje  obr. 3.3. Vektor   





Obr.3.3 Interpretácia  Luenbergovho pozorovateľa [Vítečková, Víteček, 2005] 
 
Pri návrhu pozorovateľa  v súlade  (3.7) a (3.9) je nutné určiť  neznámy vektor  korekcie stavu 
l. Existuje  viacero spôsobov, napr. ho môžeme  určiť porovnaním  koeficientov 
charakteristického mnohočlena podsystému  s odpovedajúcimi koeficientmi u rovnakých  
mocnín požadovaného  charakteristického mnohočlenu pozorovateľa. Získa sa tak  n  rovníc  
lineárnych  vzhľadom k neznámym   n zložkám li vektora korekcie stavu l. 
Návrh pozorovateľa  možno  riešiť pomocou kanonického tvaru  pozorovania a teda  rovníc 
(2.43). 
Matica  dynamiky Ao a vektor  vstupu bo sú tvorené koeficientmi menovateľa a čitateľa  






























































získaný priamo z pozorovaného podsystému (3.6). Kanonický tvar   pozorovania (2.43) je 
teda  možné získať  priamo zo znalostí prenosu (3.24) alebo taktiež  pomocou podobnosti 
































































































A  (3.27) 
je  štvorcová matica  dynamiky  pozorovateľa rádu n , v poslednom stĺpci vystupujú záporné 
koeficienty charakteristického mnohočlena  pozorovateľa. 





























































ooclAA . (3.28) 
Na  základe porovnania  vzťahov (3.27) a (3.28)  vyplýva 
niaal i
l
ioi ,...,2,1pre11   , (3.29a) 
tj. v súlade s (3.14) a (3.16)  
,aal lo   
(3.29b) 
kde l je  vektor  korekcie stavu pre  pozorovateľ v kanonickom tvare pozorovania (3.26) 
[Vítečková, Víteček, 2005]. 
Pretože platí (3.26), môžeme napísať že 
)(1 aaTTlllTl looo 







3.3 Návrh stavového regulátora 
Správnou voľbou spätnoväzbového regulátora  vyjadreného pomocou vektoru r a výstupného 
korektoru vektorom k (obr. 3.4a) je treba  realizovať  uzavretý systém riadenia (obr. 3.4b) 
s matematickým  modelom  




wwy  , 
kde w – je žiadaná premenná, wy  - výstupná premenná, Aw – štvorcová  stavová matica 
dynamiky (systému) rádu n, bw – vektor  vstupov  dimenzie n, cw – vektor  výstupov  
dimenzie n [Vítečková, Víteček, 2005]. 
Predpokladá sa,  že riadený podsystém (2.1) i uzavretý systém riadenia (3.30) sú riaditeľné 
i pozorovateľné a teda platia rovnice (2.13) a (2.17).  
 
Obr. 3.4 Uzavretý systém riadenia: a) realizácia, b) bloková schéma [Vítečková, Víteček, 
2005] 










































































































Z prenosu  (3.31) a (3.32) vyplýva, že charakteristický mnohočlen riadeného podsystému 









 AI , (3.33) 








 AI . (3.34) 
Na základe obr. 3.4a a 3.4b platí 
,Tw brAA   (3.35a) 
(3.35b) 
(3.35c) 
,bb w  
TTT
w kcc  . 
Určenie  neznámeho vektora k je jednoduché. Vektor r je možné určiť porovnaním  
koeficientov u rovnakých mocnín komplexnej premennej s po dosadení (3.35a) do (3.34). 
Získa sa  tak n lineárnych rovníc pre n neznámych r1,r2,...rn [Vítečková, Víteček, 2005].  
Tento  postup nie je vhodný pre  veľké hodnoty n pretože by  bol veľmi náročný. 
Zo vzťahu (2.35) je  zrejmé že kanonický tvar  riadenia môže byť  získaný i pomocou 
podobnostnej transformácie (2.33) kde ),(1 ccco bAQ

 je inverzná matica  riaditeľnosti 
transformovaného  riadeného podsystému (2.35), ktorá je daná vzťahom (2.34). 
Potom  platí 





,1bTb  cc  
.c
TT
c Tcc   
Dôležité je, že  inverzná matica  riaditeľnosti (2.34) môže  byť určená bez  znalostí 
matematického modelu riadeného podsystému v  kanonickom tvare riadenia (2.35), pretože je 
zostavená s charakteristického mnohočlena (3.33), ktorá sa pri podobnostnej transformácií 
nemení [Vítečková, Víteček, 2005].  Podobne  i kanonický tvar  riadenia  uzavretého systému 
(3.30) má tvar  










































A  (3.37b) 
 Twc 1000 b , (3.37c) 
 wnwnwwcTTwc bbbb 1210  Tcc . (3.37d) 
I v tomto prípade  môže byť kanonický tvar riadenia (3.37) získaný priamo na základe   
znalostí (3.32) uzavretého systému riadenia (3.30), prípadne  pomocou podobnostnnej  
transformácie. 
),(),( 1 wcwccowwcowc bAQbAQT
 , (3.38) 
kde ),(1 wcwcco bAQ
  je inverzná matica riaditeľnosti transformovaného uzavretého systému 





















































bAQ . (3.39) 
Potom platí 











wc Tcc   
Blokové schémy v kanonickom tvare  riadenia pre  riadený podsystém (2.35) a uzavretý 
systém riadenia (3.37) sú rovnaké ako na obr. 3.4 s tým rozdielom, že musíme  uvažovať u 












































Na  základe  porovnania  vzťahov (3.37b) a (3.41) vyplýva 
aar wc  , (3.42a) 
  ,21
T









naaa  a  (3.43d) 
kde rc je vektor  transformovaného  spätnoväzbového regulátora, aw – vektor  koeficientov 
charakteristického mnohočlena uzavretého systému riadenia (3.34), a – vektor  koeficientov 
charakteristického mnohočlena regulovaného systému (3.33) 
Pretože  platí  
xrxr c
TT
c  , (3.44) 
po uvážení prvého vzťahu v  (3.36) vznikne 






TaaTrr . (3.45) 
Výsledný vzťah  pre  určenie vektoru spätnoväzbového riadenia r sa dosiahne  po dosadení 
(2.33) do (3.45) 




bAQbAQaar . (3.46) 
Je  zrejmé že vektor  spätnoväzbového regulátora r umiestní do požadovanej  polohy  póly 
a vektor  výstupného korektoru k nuly uzavretého systému  riadenia (3.30) [Vítečková, 
Víteček, 2005]. 
Cieľom  uzavretého systému riadenia (3.30) je 
)()( twtyw  , (3.47) 
preto aby aspoň v ustálenom stave platila  rovnosť 
)()(  wyw . (3.48) 
vektor cw v (3.30) musí  byť  zvolený tak aby platila  rovnosť 
11   bAc w
T
w . (3.49) 












w bAIc , (3.50) 
a odpovedá rovnosti 
ww ab 00  . 
(3.51) 
Z dôvodu zložitej  realizácie výstupný  korektor  vyjadrený pomocou vektoru k nie je  možné   
často použiť, tj. k = 0. V tomto príade cw = c a je treba do žiadanej  veličiny w (obr. 3.5a) 








k . (3.52) 
 
Obr. 3.5 Použitie  korekčného zosilnenia a) v žiadanej  premennej, b) v riadiacej premennej 
[Vítečková, Víteček, 2005] 
Korekčné zosilnenie (3.52) je  možno zaradiť  i do vstupnej premenej u (obr. 3.5b), ale potom 
je nutné vektor  spätnoväzbového regulátora r vynásobiť prevrátenou hodnotou (3.52) 
[Vítečková, Víteček, 2005]. 
Požadované vlastnosti  uzavretého systému riadenia  môžu byť  zadané v tvare stavového 
modelu (3.30), ale  i priamo prenosom (3.32). Vektor  výstupného korektora k sa určí na 
základe  kanonického tvaru riadenia (2.35) riadeného podsystému (2.1) [Vítečková, Víteček, 











Získaný vektor  výstupného korektoru kc (3.53) je treba transformovať na  vektor k pomocou 
vzťahu 






TccTkk , (3.54) 
alebo 










Všetky výpočty  nižšie boli realizované pomocou softvéru Matlab verzia R2009b. Pre  
prehľadnosť  nie sú uvádzané celé postupy výpočtu. 
4.1 Príklad 1 
Zadanie: 
Zo zadaného stavového modelu určite  stavovú maticu A, stavovú maticu vstupov b, výstupnú 
maticu systému cT. Následne určite riaditeľnosť Qco  a pozorovateľnosť Qob daného modelu. 
Ak  je  model  pozorovateľný a riaditeľný určite  prenos sústavy GS(s). Vhodne  zvoľte prenos  
riadenia Gwy(s) a následne  dopočítajte parametre stavového regulátora r  a korektora k. 
Navrhnite maticu pozorovateľa AL. Vykreslite  priebeh prenosu riadenia Gwy(s), porovnajte 
priebehy vektorov  stavov pozorovaného podsystému x s Luenbergerovým  pozorovateľom  ̂. 















Určenie  matíc: 
A – stavová matica systému 
b – stavový vektor vstupov 
c
T



















 dTcbA  









































































 T12 sa        ,21
T
sb  
korene charakteristického mnohočlena  s1 = 2  a  s2 = -1, systém je nestabilný. 
Nasledujúci obrázok obr. 4.1  predstavuje blokovú schému riadeného dynamického systému 
so stavovým modelom, Luenbergerovým  pozorovateľom a stavovým regulátorom. 
 
Obr.4.1  Bloková schéma  modelu v programe Matlab-Simulink – príklad 1. 
Určenie matice pozorovateľa: 
Pri návrhu charakteristického mnohočlena  pozorovateľa )(sNL  vychádzame zo vzťahu 
(3.20). Z charakteristického mnohočlena  systému )(sNS  určíme póly  pozorovaného systému 
21 s  a 12 s . Na základe vzťahu (3.18) zvolím  pól pozorovateľa 8p   a dostaneme 
charakteristický mnohočlen pozorovateľa v tvare: 
6416)8()( 22  ssssNL  
64,16 01 
ll aa   


















































































































































a)(aTl lo  
Ako môžeme  vidieť  vektor  korekcie  stavu pozorovateľa l  sa nám v oboch  riešeniach 
(priame  riešenie a riešenie  pomocou transformačnej  matice) zhoduje a teda  zhoduje sa  
i matica  pozorovateľa LA čím sme  overili správnosť  výsledku. 
 





Návrh stavového regulátora a výstupného korektora 







sGwy               




















co cc b,AQ  
Keďže je stavový model  v kanonickom tvare riadenia nie je potrebné rátať  transformačnú  




















 Tcwc rbbk s  
   
  
Obr.4.3 Výstup uzavretého systému riadenia – príklad 1. 
Pri 5% tolerancií dosiahne riadenie  ustálený stav (doba regulácie) pri čase 4,7 s. 








 T4,11wa        ,01
T
wb  
Keďže je stavový model  v kanonickom tvare riadenia nie je potrebné rátať  transformačnú  

























Obr.4.4 Výstup uzavretého systému riadenia s prekmitom – príklad 1. 
Pri 5% tolerancií dosiahne riadenie  ustálený stav (doba regulácie) pri čase 2,9 s. 
Záver príkladu 1: 
Po  určení stavovej matice A, stavovej  matice vstupov b, výstupnej matice systému cT sa 
overila  riaditeľnosť a  pozorovateľnosť modelu a následne  bol  určený prenos  GS . 
S navrhovaných prenosov  riadenia môžeme  vidieť, že pri prenose riadenia  s prekmitom 
dosiahneme požadovaný stav o 1,8 s skôr. Pri návrhu matice  pozorovateľa AL bolo cieľom  
aby  sa  nám  stavový vektor podsystému x zhodoval so stavovým  vektorom  





4.2 Príklad 2 
Zadanie: 
Zo zadaného stavového modelu určite  stavovú maticu A, stavovú maticu vstupov b, výstupnú 
maticu systému cT. Následne určite riaditeľnosť Qco  a pozorovateľnosť Qob daného modelu. 
Ak  je  model  pozorovateľný a riaditeľný určite  prenos sústavy Gs(s). Vhodne  zvoľte prenos  
riadenia Gwy(s) a následne  dopočítajte parametre stavového regulátora r  a korektora k. 
Navrhnite maticu pozorovateľa AL. Vykreslite  priebeh prenosu riadenia Gwy(s), porovnajte 
priebehy vektorov  stavov pozorovaného podsystému x s Luenbergerovým  pozorovateľom  ̂. 
















Určenie  matíc: 
A – stavová matica systému 
b – stavový vektor vstupov 
c
T





















 dTcbA  

















































Tob cAQ  





























 T710sa        ,729
T
sb  
korene charakteristického mnohočlena  s1  = -5  a  s2 = -2 
Nasledujúci obrázok obr. 4.5  predstavuje blokovú schému riadeného dynamického systému 
so stavovým modelom, Luenbergerovým  pozorovateľom a stavovým regulátorom. 
 
Obr.4.5  Bloková schéma  modelu v programe Matlab-Simulink – príklad 2. 
Určenie matice pozorovateľa: 
 Z charakteristického mnohočlena  pozorovateľa )(sNS  určíme póly  pozorovaného systému 
51 s  a 22 s . Na základe vzťahu (3.18) zvolím  pól pozorovateľa 10p   a dostaneme 
charakteristický mnohočlen pozorovateľa v tvare: 
10020)10()( 22  ssssNL  
100,20 01 
ll aa  





















































































































































a)(aTl lo  
Ako môžeme  vidieť  vektor  korekcie  stavu pozorovateľa l  sa nám v oboch  riešeniach 
(priame  riešenie a riešenie  pomocou transformačnej  matice) takmer zhoduje, rozdiel je iba  
pri hodnote  l2 v jednej  tisícine, čo je  zapríčinené zaokrúhľovaním pri výpočtoch tento 
rozdiel  môžeme  zanedbať a teda  môžeme povedať, že  zhoduje sa  i matica  pozorovateľa 
LA čím sme  overili správnosť  výsledku. 
 
Obr.4.6  Priebehy stavových premenných   a   ̂ – príklad 2. 
Návrh stavového regulátora a výstupného korektora 







sGwy               
 T21wa        ,01
T
wb  
Pretože stavový model  je v Jordanovom  tvare  musíme  pre  výpočet  stavového regulátora r 























































































































Obr.4.7 Výstup uzavretého systému riadenia – príklad 2. 
Pri 5% tolerancií dosiahne riadenie  ustálený stav pri čase 4,7 s. 








 T4,11wa        ,01
T
wb  
Pretože stavový model  je v Jordanovom  tvare  musíme  pre  výpočet  stavového regulátora r 


































































































































Obr.4.8 Výstup uzavretého systému riadenia s prekmitom – príklad 2. 
Pri 5% tolerancií dosiahne riadenie  ustálený stav pri čase 2,9 s. 
 
Záver príkladu 2: 
Po  určení stavovej matice A, stavovej  matice vstupov b, výstupnej matice systému cT sa 
overila  riaditeľnosť a  pozorovateľnosť modelu a následne  bol  určený prenos  GS . 
S navrhovaných prenosov  riadenia môžeme  vidieť, že pri prenose riadenia  s prekmitom 
dosiahneme požadovaný stav o 1,8 s skôr. Pri návrhu matice  pozorovateľa AL bolo cieľom  
aby  sa  nám  stavový vektor podsystému x zhodoval so stavovým  vektorom  














4.3 Príklad 3 
Zadanie: 
Zo zadaného stavového modelu určite  stavovú maticu A, stavovú maticu vstupov b, výstupnú 
maticu systému cT. Následne určite riaditeľnosť Qco  a pozorovateľnosť Qob daného modelu. 
Ak  je  model  pozorovateľný a riaditeľný určite  prenos sústavy Gs(s). Vhodne  zvoľte prenos  
riadenia Gwy(s) a následne  dopočítajte parametre stavového regulátora r  a korektora k. 
Navrhnite maticu pozorovateľa AL. Vykreslite  priebeh prenosu riadenia Gwy(s), porovnajte 
priebehy vektorov  stavov pozorovaného podsystému x s Luenbergerovým  pozorovateľom  ̂. 


























Určenie  matíc: 
A – stavová matica systému 
b – stavový vektor vstupov 
c
T
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 T210222 sa        ,231834
T
sb  
korene charakteristického mnohočlena  0875,01 s , 2038,32 s , 6457,23 s , 6457,24 s  
Nasledujúci obrázok obr. 4.9  predstavuje blokovú schému riadeného dynamického systému 
so stavovým modelom, Luenbergerovým  pozorovateľom a stavovým regulátorom. 
 
Obr.4.9  Bloková schéma  modelu v programe Matlab-Simulink – príklad 3. 
Určenie matice pozorovateľa: 
 Z charakteristického mnohočlena  pozorovateľa )(sNS  určíme póly  pozorovaného systému 
0875,01 s , 2038,32 s , 6457,23 s , 6457,24 s . Na základe vzťahu (3.18) zvolím  pól 
pozorovateľa 10p   a dostaneme charakteristický mnohočlen pozorovateľa v tvare:
 
10000400060040)10()( 234  sssssNL  
10000,4000,600,40 0123 








































































































































































































































































































a)(aTl lo  
Ako môžeme  vidieť  vektor  korekcie  stavu pozorovateľa l  sa nám v oboch  riešeniach 
(priame  riešenie a riešenie  pomocou transformačnej  matice) zhoduje, a teda  môžeme 
povedať, že  zhoduje sa  i matica  pozorovateľa 
LA čím sme  overili správnosť  výsledku. 
 
Obr.4.10  Priebehy stavových premenných   a   ̂ – príklad 3. 












sGwy               
 T6,26,36,21wa        ,0111
T
wb  
Pretože stavový model  je v Jordanovom  tvare  musíme  pre  výpočet  stavového regulátora r 







































































































































 Tcwc rbbk  











Obr.4.11 Výstup uzavretého systému riadenia – príklad 3. 
Záver príkladu 3: 
Po  určení stavovej matice A, stavovej  matice vstupov b, výstupnej matice systému cT sa 
overila  riaditeľnosť a  pozorovateľnosť modelu a následne  bol  určený prenos  GS . Pri 
návrhu matice  pozorovateľa AL bolo cieľom  aby  sa  nám  stavový vektor podsystému x 
zhodoval so stavovým  vektorom  Luenbergerovho pozorovateľa xˆ  ako vidíme  z obr. 4.10 
vektory  sa nám prekrývajú. Navrhovaný prenos  riadenia bol zvolený na  základe Whiteleyho 
štandardných tvarov,  kde sa  dosiahol 10% prekmit, následnou úpravou čitateľa  na  uvedený 
tvar sme docielili zníženie prekmitu na 1%. S navrhovaným prenosom riadenia pri 5% 




4.4 Príklad 4  
Majme model jednosmerného motora s cudzím  konštantným budením, ktorý môžeme vidieť 
na obr. 4.12 
 
Obr. 4.12 Model  jednosmerného motora 
Kde 
mJ  je  celkový moment zotrvačnosti redukovaný na  hriadeli motora, )(tia  - prúd  kotvy, 
)(tua  - napätie  kotvy, aR - celkový odpor  kotvy, aL  - celková indukčnosť obvodu kotvy, mb  
- koeficient  viskózneho trenia, )(tm  - moment  motora, )(tml  - záťažový moment, )(t - 
uhol natočenia  hriadele  motora, )(t  - uhlová rýchlosť  hriadeľa motora, mc  - konštanta  
motora, ec  - konštanta  motora, )(tue  - indukčné napätie, Φ - konštantný magnetický tok 
budenia. 
















































































































































kde )()(),()(),()(),()( 321 tmtvtitxttxttx la    
Hodnoty  parametrov: 
,mkg02,0 2mJ  1aR , H2.0aL , ,radsmN01,0
1mb  mc ,AmN05,0
1 ec
1,0lm   
Zo zadaného stavového modelu určite  stavovú maticu A, stavovú maticu vstupov b, výstupnú 
maticu systému cT. Následne určite riaditeľnosť Qco  a pozorovateľnosť Qob daného modelu. 
Ak  je  model  pozorovateľný a riaditeľný určite  prenos sústavy Gs(s). Vhodne  zvoľte prenos  
riadenia Gwy(s) a následne  dopočítajte parametre stavového regulátora r  a korektora k. 
Navrhnite maticu pozorovateľa AL. Vykreslite  priebeh prenosu navrhnutého riadenia Gwy(s), 
porovnajte priebehy vektorov  stavov pozorovaného podsystému x s Luenbergerovým  
pozorovateľom  ̂. 
A – stavová matica systému 
b – vektor vstupov 
c
T
 – vektor  výstupov  
v – vektor poruchy 
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korene charakteristického mnohočlena  01 s , 8565,42 s , 6435,03 s  
Nasledujúci obrázok obr. 4.13  predstavuje blokovú schému riadeného dynamického systému 
so stavovým modelom, Luenbergerovým  pozorovateľom a stavovým regulátorom. 
 
Obr.4.13  Bloková schéma  modelu v programe Matlab-Simulink – príklad 4. 
Určenie matice pozorovateľa: 
 Z charakteristického mnohočlena  pozorovateľa )(sNS  určíme póly  pozorovaného systému  
01 s , 8565,42 s , 6435,03 s . Na základe vzťahu (3.18) zvolím  pól pozorovateľa 
11p   a dostaneme charakteristický mnohočlen pozorovateľa v tvare:
 
133136333)11()( 233  sssssNL  
1331,363,33 012 
lll aaa  















































































































































































































































































































Ako môžeme  vidieť  na  obr. 4.17 priebehy  stavových premenných   a   ̂. sa  nám  












sGwy               
 T255,31213,1953wa        ,0013,1953
T
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Záver príkladu 4: 
Z modelu jednosmerného motora  s cudzím konštantným budením určíme stavovú  maticu A, 
stavovú  maticu vstupov b, výstupnú  maticu systému cT  a poruchový vektor v. Následne  sa 
overila  riaditeľnosť a  pozorovateľnosť modelu a  bol  určený prenos  GS . Pri návrhu matice  
pozorovateľa AL bolo cieľom  aby  sa  nám  stavový vektor podsystému x zhodoval so 
stavovým  vektorom  Luenbergerovho pozorovateľa xˆ  ako vidíme  z obr. 4.14 vektory  sa 
nám prekrývajú. S navrhovaným prenosom riadenia sme  dosiahli 8% prekmit a pri tolerancií 
5% dosiahneme požadovanú hodnotu za 0,5 s. Poruchová veličina  bola  zanedbaná, pri   
pôsobení poruchovej veličiny v stavovom riadení vzniká  trvalá regulačná odchýlka, ktorú 





4.5 Príklad 5 
Príklad sa zaoberá stabilitou rotora  uloženého v klzných  ložiskách pri rýchlobežných 
rotačných strojoch. Nestabilita  rotora  je   spôsobená olejovým  filmom, ktorý pri určitej 
uhlovej rýchlosti rotora spôsobuje  jeho bočné vibrácie, ktoré nie sú v súlade so silami  od 
nevývažku, prípadne  od  iných vonkajších periodických  síl, pretože  ich frekvencie je menšia 
ako polovica frekvencie  otáčania. [Vítečková, Víteček, Tůma, 2012] 
 
Obr.4.16  Čap rotora v klznom ložisku [Vítečková, Víteček, Tůma, 2012] 
Zadanie: 
Majme zjednodušený nelineárny matematický model tuhého rotora uloženého v klznom  
ložisku za predpokladu, že v pohybovej rovnici sa prejavuje iba  jeho hmotnosť  a vlastnosť  







































Kde M - celková hmotnosť, D - zobecnený koeficient  tlmenia, K - zobecnený koeficient 
tuhosti,   - rýchlostný pomer strednej obvodovej rýchlosti oleja,  - uhľová rýchlosť  rotora, 
x  - horizontálne  posunutie stredu rotora, y  - vertikálne  posunutie stredu rotora, m - 
nevývažok rotora, r - polomer na  ktorom  pôsobí nevývažok, xu - horizontálna sila  akčného 
člena, yu - vertikálna sila  akčného člena, g - tiažové zrýchlenie,  e - relatívna radiálna 















































































Pre mocniteľov n=b=0 je matematický model  lineárny a platí: 000 ,,   DDKK  
Hodnoty parametrov: 
kg6,1M ; 475,0 ; 1msN1000 D ; 1mN4000 K ; mkg00001,0mr ; 1,0b ; 
2n . 








Cieľom regulácie  je: 
0)()(,0)()(  tytytxtx ww  












Prah stability  obmedzuje  významným spôsobom  maximálnu uhlovú rýchlosť  rotora, preto 
sa  hľadajú spôsoby, ktoré docielia zvýšenie  prahu stability a tým i vyššiu maximálnu uhlovú 
rýchlosť. Pasívne spôsoby spočívajú v rôznych úpravách ložiska z hľadiska  tvaru i mazania. 
Aktívne spôsoby využívajú silové pôsobenie   na  rotor. [Vítečková, Víteček, Tůma, 2012]  
Jednou z možností aktívneho zvýšenia  prahu stability a teda  i uhlovej rýchlosti rotora je  
požívanie  dvojrozmerového regulačného obvodu. 

































































Pri simulácií bol uvažovaný lineárny nárast uhlovej rýchlosti rotora. Simuláciu lineárneho 
dvojrozmerového regulačného obvodu sme  realizovali  bez regulátora a s regulátorom typu P. 
Ako môžete  vidieť na nasledujúcich obrázkoch, obr. 4.18 a obr. 4.19, pri požití regulátora  
sme  docielili zvýšenie  prahu stability rotora. 
 
Obr. 4.18 Prah stability rotora bez použitia regulácie – príklad 5. 
 




Ďalšou možnosťou aktívneho zvýšenia prahu stability rotora môže byť  použitie  stavového 
riadenia. Pri výpočte  stavových matíc bola  použitá kritická hodnota  uhlovej rýchlosti  , 
avšak  pri  návrhu blokovej schémy sme nemohli použiť schému z obr. 3.4 pretože  v matici 
A vystupuje  uhlová rýchlosť  , ktorá nie je  konštantná. Preto bola bloková schéma  daného 
stavového modelu  rozpracovaná na  jednotlivé stavy ako môžeme vidieť na  obr. 4.20. 
Výpočet  stavových matíc pre kritickú hodnotu uhlovej rýchlosti Ω  
Určenie  matíc: 
A – stavová matica systému 
B – stavová matica vstupov 
C – výstupná matica  systému 
































































































































































Riaditelnosť  overíme pomocou príkazu rank   v programe  Matlab,  













































































Riaditeľnosť  overíme  pomocou hodnosti matice, príkazom  rank  v Matlabe. 
ľnýpozorovatejeSystém4),(r CAQobank  
















































































































Pri simulácií bol opäť  uvažovaný lineárny nárast  uhlovej  rýchlosti rotora. Simuláciu 
stavového riadenia sme  realizovali bez spätnej  väzby  a so  spätnou väzbou, priebehy  
jednotlivých  závislosti sú zobrazené na obr.4.21 a obr. 4.22. Parametre regulátora pri riadení 
so spätnou väzbou boli  určené experimentálnou metódou.    
 
Obr. 4.21 Prah stability rotora pri stavovom riadení bez spätnej väzby – príklad 5. 
 
Obr. 4.21 Prah stability rotora pri stavovom riadení so spätnou väzbou, kpx=kpy=50 




Záver príkladu 5: 
Stabilizácia  rotora uloženého v klzných ložiskách bola realizovaná jednak pomocou 
lineárneho dvorozmerového regulačného obvodu, v druhom prípade  pomocou stavového 
riadenia. Pri riadení realizovanom pomocou  lineárneho dvojrozmerového regulačného 
obvodu môžeme na obr.4.18  a 4.19 vidieť  že pri použití regulátora  sa nám  kritická uhlová 
rýchlosť zvýši zo 125 rad/s na 173 rad/s. Pri stavovom riadení môžeme z obr. 4.21 a obr. 4.22 
vidieť  že kritická uhlová rýchlosť  sa pri použití regulátora v spätnej väzbe zvýšila  zo 125 
rad/s na 430 rad/s. Pri stavovom riadení nám v stavovej matici vystupovala  veličina uhlovej 
rýchlosti, ktorá nebola konštantná. Preto sme  nemohli použiť pri simulácií blokovú schému 
z obr. 3.4, museli sme si  schému navrhnúť   po jednotlivých  prvkoch stavového vektora, čím 
sme  docielili premenlivú hodnotu uhlovej rýchlosti.  Parametre  regulátora boli určené 







V rámci diplomovej práce som sa snažil priblížiť  problematiku spojitého stavového riadenia 
pre  jednorozmerové i mnohorozmerové systémy. V úvode  je  popis  základných 
kanonických tvarov  stavových matematických  modelov pre jednorozmerové 
i mnohorozmerové systémy, konkrétne sú zmieňované základné kanonické tvary  
riaditeľnosti, pozorovateľnosti, riadenia, pozorovania a pre jednorozmerové systémy 
i Jordanov kanonický tvar. Následne  sú popísané možné prístupy návrhu pozorovateľa 
pomocou priamej metódy a pomocou transformačnej matice oT , postup návrhu stavového 
regulátora a korektora. 
Cieľom  bol návrh a simulačné overenie  stavového riadenia pre zvolené dynamické 
podsystémy. Pri jednorozmerových systémoch bola z navrhnutých stavových modelov   
určená stavová matica A, stavová matica vstupov b, výstupná matica systému cT. Na základe 
týchto matíc bola  overená riaditeľnosť a pozorovateľnosť modelu a následne bol určený 
prenos sústavy GS. Určil sa  požadovaný prenos  riadenia Gwy na  základe  ktorého sa 
vypočítali hodnoty regulátora a korektora. V  prvých dvoch stavových  modeloch boli zvolené 
dva  prenosy riadenia, jeden bez prekmitu a druhý s prekmitom.  Pri treťom príklade  bol 
použitý  prenos s pekmitom aby sa  docielil  čo najkratší čas dosiahnutia  požadovanej  
hodnoty .Pri použití prenosu riadenia s prekmitom sa docieli požadovaná hodnota za kratší 
čas. V štvrtom príklade  si na základe  diferenciálnych rovníc  popisujúcich  jednosmerný 
motor s konštantným cudzím budením, zostavíme stavový model, určíme stavové matice. Po 
overení riaditeľnosti a pozorovateľnosti sme dopočítali parametre regulátora a korektora  pre  
požadovaný  prenos  riadenia Gwy. Pri  návrhu matice pozorovateľa AL bolo cieľom aby sa  
nám stavový vektor podsystému x zhodoval  so stavovým vektorom  Luenbergerovho 
pozorovateľa  ̂, ako môžeme vidieť  na  obr. 4.2, obr. 4.6, obr. 4.10 a 4.14 vektory  sa nám 
prekrývajú. Piaty príklad  sa  zaoberá stabilitou rotora  uloženého v klzných  ložiskách pri 
rýchlobežných rotačných strojoch. Výsledkom je porovnanie  stavového riadenia s použitým 
dvojrozmerovým regulačným obvodom. Ako môžeme vidieť  z priebehov na obr. 4.19 a obr. 
4.21 pri použití stavového riadenia  sme  docielili zvýšenie hodnoty  kritickej uhlovej 
rýchlosti  z 173  rad/s na hodnotu 430 rad/s. 
Výpočty a simulácie  boli realizované pomocou prostredia  Matlab verzia R2009b. 
Stavové riadenie môžeme uplatniť všade tam, kde sú kladené vysoké nároky na  kvalitu 
riadenia. Môžeme ho použiť  na dosiahnutie  lepších výsledkov  ako pri klasickej regulácií 
prípadne na riadenie nestabilných  systémov. Nevýhodou je, že  pri poruchovej veličine 
vzniká pri stavovom riadení trvalá regulačná odchýlka, ktorú síce môžeme odstrániť pomocou 
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